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Re´sume´ :
Les films minces de´pose´s sur substrat sont soumis a` de tre`s fortes contraintes re´siduelles qui provoquent
leur de´laminage et leur flambage sous des formes ge´ome´triques assez diverses. On se focalisera ici sur
les modes de flambage en rides droites, en cordons de te´le´phone ou bien en range´es de bulles. Il s’agit
d’e´quilibres post-critiques lointains du film plan. Les re´sultats obtenus par deux approches prenant en
compte les sources de non line´arite´s du proble`me (contact film/substrat et grands de´placements), sont
expose´s. Le film est mode´lise´ d’une part par une plaque mince (re´solution nume´rique du proble`me),
d’autre part par un syste`me barres/ressorts qui permet une re´solution analytique.
Abstract :
Mettre ici le re´sume´ de la communication en anglais (150 mots maximum). Mettre ici le re´sume´ de la
communication en anglais (150 mots maximum). Mettre ici le re´sume´ de la communication en anglais
(150 mots maximum). Mettre ici le re´sume´ de la communication en anglais (150 mots maximum).
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1 Introduction
L’utilisation des reveˆtements est un point commun a` de nombreuses applications technologiques, parmi
lesquelles on peut compter la micro-e´lectronique, les barrie`res de corrosion et les barrie`res de protection
thermique. Les couches de´pose´es sont soumises a` des contraintes de compression tre`s e´leve´es induisant
le de´laminage et le flambage du film. Ces phe´nome`nes ont e´te´s e´tudie´s depuis des anne´es dans le cadre
de la me´canique des solides et de la science des mate´riaux [13, 8, 6].
Les motifs de flambage sont observe´s sur les parties de´lamine´es des films, se´pare´es du substrat soit spon-
tane´ment a` cause des fortes contraintes de compression, ou bien suite a` des sollicitations me´caniques
exte´rieures. Les surfaces de´lamine´es ont souvent la forme de longues bandes rectangulaires (avec une
longueur de l’ordre de plusieurs centaines de fois la largeur ou plus). Les motifs les plus fre´quemment
observe´s sont connus sous le nom de ride droite, bulles (il s’agit alors d’un alignement de bulles le long
de la bande de´lamine´e) et cordon de te´le´phone [4, 5, 2].
Il a e´te´ de´montre´ expe´rimentalement a` l’aide d’un dispositif original [3] que les cordons de te´le´phone
et les range´es de bulles sont en fait des e´tats issus du flambage secondaire des rides droites. Nous
proposons ici deux mode`les pour e´tudier la transition menant de l’e´quilibre de ride droite et celui de
range´e de bulles.
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2 Mode`le de plaque non-line´aire ge´ome´trique en contact unilate´ral
2.1 conditions aux limites et chargement
Les parties de´lamine´es du film mince sont mode´lise´es comme des bandes e´lastiques rectangulaires
en contact unilate´ral avec un support rigide plan. L’e´paisseur de la plaque est note´e h et sa lon-
gueur est suppose´e infiniment grande devant sa largeur b. Nous nous inte´ressons aux e´tats d’e´quilibre
pre´sentant une pe´riodicite´ spatiale, conforme´ment aux observations expe´rimentales. Le mode`le peut
alors eˆtre re´duit au motif e´le´mentaire de la structure pe´riodique. Nous conside´rons ainsi une plaque
rectangulaire de dimensions b et a, ou` a est la pe´riode spatiale (voir figure 1). La progression du
de´laminage apre`s la formation de la bande de largeur b n’est pas conside´re´e dans ce proble`me. Aucune
e´volution de cette largeur n’est d’ailleurs observe´e expe´rimentalement durant les diffe´rents cycles de
compression/relaˆchement [3].
La solution doit satisfaire a` la condition d’unilate´ralite´, c-a`-d de positivite´ du de´placement hors-plan
sur tout le domaine et de force de re´action positive sur la surface de contact. Le substrat est tre`s
e´pais par rapport au film et impose de fait un de´placement aux frontie`res de la plaque qui est calcule´
explicitement. Les deux bords situe´s le long du front de´lamine´ satisfont a` des conditions aux limites
(suivant la direction Ox) de type encastrement. Aux deux extre´mite´s (bords paralle`les a` la direction
Oy), les conditions aux limites prennent en compte la pe´riodicite´ des motifs voir figure 1).
Des de´placements impose´s dans le plan (O;x, y) sont applique´s sur les quatre coˆte´s de la plaque (voir
Fig. 1 pour les de´tails). Le chargement en de´placement est de´duit des contraintes reignant dans la
partie adhe´rente du film (σxx, σyy). Les calculs par la me´thode des e´le´ments finis sont mene´s a` l’aide
du logiciel ABAQUS [1]. Les grands de´placements sont ge´re´s et les conditions unilate´rales sont prises
en compte par l’introduction d’un plan rigide sous le film. Le film est maille´ par des e´le´ments de coque
quadrilate´raux.
2.2 Analyse de la transition ride-bulles
La transition intervenant lors de la transformation d’une ride droite en une distribution de bulles a
e´te´ e´tudie´e [11, 10]. Cette transition a lieu lors de l’augmentation du rapport σxx/σyy, rapport entre la
compression longitudinale σxx et la compression late´rale σyy sur la ride. On note ρc la valeur critique
du rapport ρ = σxx/σyy pour laquelle la transition a lieu.
Dans chaque configuration de chargement, caracte´rise´e par ρ, une valeur particulie`re de pe´riodicite´ de
bulle doit minimiser l’e´nergie e´lastique du film. Afin de de´terminer cette valeur, l’e´nergie par unite´ de
longueur e(a) de la structure pe´riodique de bulles est calcule´e a` mesure que ρ augmente. La pe´riode
a∗(ρ) minimisant e est identifie´e pour chaque valeur de ρ. Deux types de valeurs de la pe´riodicite´
spatiale a sont observe´es en fonction du niveau de chargement :
• Pour le flambage naissant (ρ le´ge`rement supe´rieur a` ρc), les petites valeurs du rapport a/b sont
e´nerge´tiquement favorables (a/b < 1). Le flambage naissant est caracte´rise´ par une le´ge`re ondulation
au sommet de la ride droite (Fig. 1-(b)).
• Pour des valeurs de ρ plus importantes(i.e. dans le re´gime post-critique de l’e´quilibre de bulles), les
rapports a/b de valeurs plus grandes re´alisent alors le minimum de e(a), autour de 1,2. A ce stade,
les bulles deviennent de plus en plus profondes, les parties du film a` la pe´riphe´rie des bulles et les
portions de film entre les bulles sont rede´pose´es sur le substrat (Fig. 1-(c)).
Ces re´sultats expliquent pourquoi les longueurs de bulles observe´es expe´rimentalement sont telles que
le rapport a/b est compris entre 1,1 et 1,2 , ce qui est plus grand que le rapport pre´vu par les re´sultats
de l’analyse du flambage naissant.
L’existence d’un rapport a/b critique au dessus duquel la transition ride-bulles devient sous-critique
a aussi e´te´ constate´e.
Le phe´nome`ne est illustre´ Fig. 2 ou` la hauteur w du point P , repre´sente´ Fig.1 est reporte´e en fonction
de ρ. La de´flexion w a e´te´ rendue adimensionelle par division par la de´flexion maximale de la ride. Pour
2
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
ρ = 0, la structure est sous forme de ride droite. L’augmentation de ρ correspond a` une diminution
de la compression transversale σyy relativement a` la compression longitudinale σxx. A mesure que la
bulle prend forme, le point P descend vers le substrat. Le contact avec le substrat devient effectif pour
w = 0. La bulle est alors forme´e (i.e. la limite de la zone de contact est un contour ferme´, d’aspect
elliptique).
Pour a/b < 1, 15, la transition est sur-critique. La hauteur w de´croˆıt progressivement a` mesure que
ρ augmente et la correspondance bi-univoque entre w est ρ reste vraie sur [0, 1]. Pour a/b > 1, 15, la
transition est sous critique et la forme de la structure change brutalement. L’exemple mis en e´vidence
Fig. 2 est celui de la formation par claquage d’une bulle de rapport a/b = 1, 2. Le phe´nome`ne pre´sente
une hyste´re`se. Ces calculs ont e´te´ mene´s en s’appuyant sur une proce´dure de Riks (controˆle en longueur
d’arc) de manie`re a` pouvoir passer les points limites. La convergence est difficile a` atteindre, meˆme avec
cette me´thode, et les calculs consomment un temps assez important au regard du nombre relativement
limite´ de noeuds utilise´s dans ce mode`le. La me´thode asymptotique nume´rique (MAN) [12, 9] serait
sans doute une bonne alternative pour ce proble`me.
Le phe´nome`ne de claquage pre´dit par ce mode`le a e´te´ observe´ expe´rimentalement lors des phases de
chargement-de´chargement successives des e´chantillons de films minces de nickel sur substrat polycar-
bonate [10].
3 Mode`le barres/ressorts
Le meˆme domaine rectangulaire de dimensions a × b est ici mode´lise´ par un syste`me de barres et de
ressorts (Fig. 4).La rigidite´ en flexion est obtenue en introduisant des ressorts spirales entre les barres.
Les de´placements u1 et u2 sont impose´s sur les barres dispose´es le long des bords du domaine. Un e´tat
d’e´quilibre est caracte´rise´ par deux parame`tres angulaires ϕ and ψ (Le troisie`me angle, θ, est fonction
des deux autres). Le syste`me ainsi obtenu peut repre´senter l’e´tat plan, l’e´tat de ride droite et l’e´tat
de bulle a` diffe´rent stades, de la bulle naissante a` la bulle comple`tement de´pose´e sur le substrat.
Le contact entre la structure et le support, suppose´ rigide, est ge´re´ par l’introduction d’une force de
re´action, note´e R, exerce´e de bas en haut par le support sur les rotules late´rales mobiles verticalement.
Le de´placement d et la force de re´action R satisfont la condition :
d ≥ 0 R ≥ 0 Rd = 0
L’e´nergie potentielle du syste`me sous forme adimensionnelle, V˜ , s’e´crit ainsi :

































, 1 = 2u1a , 1 = 2
u2
b .
Dans la suite le symbole ˜ est omis et seules les valeurs adimensionnelles sont utilise´es. La constante
k˜ exprime la compe´tition entre rigidite´ membranaire et rigidite´ de flexion. Le terme en cosinus permet
de prendre en compte la non-line´arite´ ge´ome´trique. La notation 1 = ρ, 2 =  est introduite.
Les constantes mate´riaux et le rapport de compression ρ sont choisis e´gaux a` ceux de l’expe´rience
mode`le de compression d’un film de Nickel sur substrat polycarbonate de manie`re a` pouvoir comparer
directement les re´sultats du mode`le aux re´sultats expe´rimentaux. Les deux parame`tres variables de
l’e´tude sont le rapport de forme a/b et le niveau de de´formation en compression .
Pour chaque couple (,a/b), une proce´dure en deux e´tapes est mene´e. La premie`re consiste a` chercher
les solutions d’e´quilibre pour lesquelles la structure ne vient pas en contact avec le support rigide(θ > 0,
λ = 0) . Ensuite l’existence d’une solution avec contact (θ = 0, λ > 0) est teste´e. Le syste`me de deux
3







Post-flambage unilateral des films minces 7
4. Caractéristiques des transitions de flambage secondaire
4.1. De la ride droite à la distribution de bulles
La transition intervenant lors de la transformation d’une ride droite en une distri-
bution de bulles a été étudiée (Parry et al., 2004; Parry et al., 2005). Cette transition
a lieu lors de l’expérience lorsque la compression extérieure est progressivement
relâchée. On note ρc la valeur critique du rapport ρ = σxx/σyy pour laquelle la
transition a lieu (ρ augmente alors, voir équation 1).
L’énergie par unité de longueur e(a) de la structure périodique de bulles est cal-
culée à mesure que ρ augmente. La période a∗(ρ) minimisant e est identifiée pour
chaque valeur de ρ.
Pour le flambage naissant (ρ > ρc dans un voisinage de ρc), les petites valeurs
du rapport a/b sont énergétiquement favorables (a/b < 1). Le flambage naissant est





Figure 4. Calcul par éléments finis des différentes étapes de la transition ride-bulles :
(a) flambage naissant. (b) état post-critique lointain, bulle déposée sur le substrat. Le
déplacement vertical du point P est suivi au cours du calcul.
Figure 1 – (a) Conditions aux limites sur la plaque rectangulaire mode´lisant une portion de bande
de´lamine´e. Les bords paralle`les a` la direction (Ox), repre´sentant la frontie`re de la zone de´lamine´e,
sont suppose´s encastre´s. Des conditions de syme´trie lie´es a` la periodicite´ des motifs sont retenues pour
les bords paralle`les a` la direction (Oy). (b) Solution de bulle naissante (e´le´ments finis). (c) Solution
de bulle profonde (e´le´ments finis).
e´quations a` deux inconnues s’obtient aise´ment en calculant le gradient du potentiel par rapport aux
variables correspondantes. Pour chaque solution, l’e´nergie potentielle V peut eˆtre calcule´e. Pour les
e´quilibres sans contact, la stabilite´ est e´galement e´tudie´e graˆce a` la matrice Hessienne.
Deux comportements post-critiques bien se de´gagent de l’e´tude :
• Le premier cas est celui des bulles courtes ( a < 1, par exemple a/b = 0.9, repre´sente´e figure 3-
(a),(b) pour  = 1, 5×10−2). Un e´quilibre stable de bulle peu profonde ( ϕ petit devant ψ) apparaˆıt
rapidement lorsque le niveau de de´formation (parame`tre ) augmente. Il n’y a pas d’e´quilibre de
bulles profondes (pas de solution au proble`me avec contact) dans ces conditions.
• Le deuxie`me cas est celui des bulles longues (a > 1 par exemple a/b = 1.1, repre´sente´e figure 3-
(c),(d) pour  = 1× 10−2). Les deux e´quilibres de bulle peu profonde (instable) et de bulle profonde
(stable) sont solution.
Ces re´sultats sont compatibles avec le re´sultat de calculs par e´le´ments finis pre´voyant un claquage au
dela` d’une valeur critique du rapport a/b. Le mode`le simplifie´ permet une assez bonne repre´sentation
des phe´nome`nes observe´s (nombre et nature des e´quilibres) et permet d’eˆtre pre´dictif au niveau des
valeurs (valeurs critiques de chargement, longueurs critiques).
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Figure 2 – Le de´placement vertical (adimentionnalise´) d’un point situe´ au milieu d’un bord transversal
est trace´ en fonction du parame`tre de chargement ρ pour diffe´rents rapports a/b. Le claquage est mis











































































Figure 3 – (a),(b) : Equilibres pour a/b = 0, 9 et  = 1, 5 × 10−2 avec la solution de bulle naissante
stable. (c),(d) : Equilibres pour a/b = 1, 2 et  = 1× 10−2 avec la solution de bulle naissante instable
et la solution de bulle profonde (avec contact) stable.
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Figure 4 – Structure barres/ressorts.
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